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НОВАЯ ПРОЦЕДУРА ПОЛУЧЕНИЯ  
МНОГОСОЛИТОННЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ КдВ 

 
Предложен новый способ получения многосолитонных решений 

уравнения КдВ. С этой целью вводится характеристический мно-
гочлен и изучаются его свойства. Для многосолитонных решений 
получено представление через вторую логарифмическую производ-
ную от определителя положительно определенной матрицы. 

 
The article offers a new method of obtaining multisoliton solu-

tions of KdV equations by means of introducing the characteristic po-
lynomial. The authors form a representation for multisoliton solutions 
through the second logarithmic derivative of a determinant of a posi-
tive-definite matrix. 
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Первоначально многосолитонные решения уравнения КдВ были 

получены методом обратной задачи рассеяния [1—7]. Позже процедура 
получения этих решений была существенно упрощена благодаря при-
менению техники преобразования Дарбу [8—10]. Здесь предлагается 
новая процедура, основы которой изложены в статье [11]. 

Как известно [1—10], пара Лакса для уравнения КдВ 
 06 =+− xxxxt uuuu , ( )txuu ,=   (1) 

имеет вид 
 λψψψ =+− uxx , ψψψψ xxxxxt uu 364 ++−= , ( )λψψ ,, tx= .  (2) 

Рассмотрим решение системы (2) вида 

 ( ) ( )tikikxtxikp 34exp,, +=ψ , 2k=λ ,  (3) 

где p(ik,x,t) — многочлен от ik с коэффициентами, зависящими от x и t; 
далее его будем записывать коротко p(ik), подразумевая зависимость от 
x, t. После подстановки представления (3) в уравнения (2) получаем сле-
дующую систему для p(ik): 
 ( ) ( ) ( ) 02 =+−− ikupikikpikp xxx ,  (4) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0242 2 =−−+− ikpuuikikpkuikp xxt .  (5) 

Многочлен p(ik) в представлении (3) не единственен. Однако спра-
ведливо 
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Утверждение 1. Пусть u — фиксированное многосолитонное ре-

шение уравнение КдВ. Тогда во множестве всех многочленов p(ik), для 
которых функция (3) будет решением системы (2), существует единст-
венный многочлен pn(ik) наименьшей степени, старший коэффициент 
которого равен 1. Любой другой многочлен выражается через него сле-
дующим образом: 
 ( ) ( ) ( )ikpikpikp n0= , 

где p0(ik) — многочлен с постоянными коэффициентами. 
Многочлен pn(ik) называется нормализованным. Далее индекс n 

опускается.  
Основную роль в нашей процедуре выполняет следующая функция: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) =−−−+

−
−= −

ikikpikpikikpikp
ikpikp

ikkW
xx

12  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ikpikpikikpikpikpikp xx −+−−−= 2 .  (6) 

Утверждение 2. Функция W(k) является четным многочленом от k с 
действительными коэффициентами, не зависящими от x и t. Его корни 
простые, чисто мнимые и, следовательно, распадаются на пары (±ibj). 

Для доказательства достаточно вычислить обе частные производ-
ные W с помощью уравнений (4) и (5) и второй пары, полученных из 
первой заменой ik на –ik. Тогда получим Wx=Wt=0. 

Многочлен W(k) назовем характеристическим. В случае n-солитонного 
решения его степень равна 2n и он факторизуется следующим образом: 

( ) ( ) ( )kWkWkW −+= , где ( ) ( )∏
=

+ −=
n

m
mibkkW

1

, ( ) ( )∏
=

− +=
n

m
mibkkW

1

, 0>mb . 

Степени многочленов p(ik) и W–(k) равны n, поэтому справедливо 
следующее разложение на простые дроби: 

 ( ) ( )
( ) ∑

=− +−
−=−

n

j j

jn

bik
p

kW
ikpi

1

1 ,  (7) 

где 

 ( ) ( )
( )j

jn
j ibW

bp
p

−′
−=

−

−11 .  (8) 

Можно показать, что pj является вещественной функцией от x и t. 
Утверждение 3. Существует действительная константа aj такая, что 

выполнено соотношение 

 ( ) ( ) jjjjj ptbxbabp 382exp −=− .  (9) 

Доказательство. Вещественность p(–bj) следует из того, что коэф-
фициенты многочлена p(ik) являются вещественными функциями. По-
лагая в формуле (6) k=ibj и учитывая равенства (8) и W(ibj)=0, получим 

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) 01
,

1 =
+−−−

−

−′
−=

−

−

jjxjjjjx

jj

j

n
j pbpbpbbp

pbp
ibW

iibW . 
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Отсюда следует, что первый столбец определителя пропорционален 
второму, то есть существует функция Rj= Rj(x,t) такая, что 
 ( ) jjj pRbp =− , ( ) ( ) ( )xjjxjjjjjx pbpRbpbbp ,, +=−−− . 

Если первое из этих равенств подставить во второе, то получим уравнение 
 02, =− jjxj RbR .  (10) 

Полагая в уравнении (5) k=ibj, приходим к выводу, что функция p(–bj) 
удовлетворяет уравнению 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0242 2 =−++−−−− jxjjxjjt bpuubbpbubp . 

После подстановки сюда равенства p(–bj)=Rjpj и необходимых упроще-
ний получаем второе уравнение для функции Rj: 

 08 3
, =+ jjtj RbR .  (11) 

Общее решение уравнений (10) и (11) дается формулой Rj=ajexp(–2bjx+8bj3t), 
откуда следует равенство (9). 

Переходим к процедуре вывода системы уравнений для функций 
pm(x), nm ,1= . Для этого в тождестве (7) полагаем k=ibm, учитываем ра-

венство (9) и обозначаем ( ) ( ) ( )m

mn
mm ibW

a
ixb

−

−=− 2exp . Тогда получим 

следующую систему линейных уравнений: 

 ( )( ) 1142exp
1

2 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+−−∑

=

n

j
j

jm
mjmmm p

bb
xtbxb δ . 

Ее решение получается с помощью формул Крамера и имеет вид 

 
w
wp m

m = , 

где 

 ( )( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+−−=

jm
mjmmm bb

xtbxbw 142expdet 2 δ ,  (13) 

а wm — определитель, который получается из определителя w заменой 
его m-го столбца на столбец из единиц. 

Подставляя разложение (7) в уравнение (5), получаем, что функции 
pm удовлетворяют уравнениям 02 ,, =−+ mxmmxxm uppbp , а многосолитон-
ное решение выражается через эти функции по формуле 

 ∑
=

=
n

m
xmpu

1
,2 .  (14) 

Покажем, наконец, что u выражается через вторую логарифмиче-
скую производную детерминанта w. 

Утверждение 4. Справедливо тождество 

 ∑
=

−=
n

m
mx wbww

1

2 , ∑
=

=
n

m
mbb

1

.  (15) 
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Для доказательства справедливости утверждения вводится вспомо-

гательная функция v=exp(–2bx)w. Тогда vx=exp(–2bx)(w′–2bw). С другой 
стороны, записывая ее в виде определителя и пользуясь правилом 
дифференцирования функционального определителя, получаем 

( )∑∑
==

−−==
n

j
j

n

j
xjx wbxvv

11
, 2exp . Сравнение обоих выражений для vx дает 

тождество (15). 
Из формул (12) и (15) следует 

 ( ) ( ) bwbww
w

w
w

p xx

n

m
m

n

m
m 2ln211

11

+−=+−== ∑∑
==

. 

Подстановка этого равенства в формулу (14) дает нужное представле-
ние для многосолитонных решений уравнения КдВ ( )xxwu ln2−= , где w 
есть определитель (13). 

Отметим одну особенность полученного представления для много-
солитонных решений уравнения КдВ: функция w является определи-
телем положительно определенной матрицы (при bm>0 и действитель-
ных xm), поэтому w>0. 

Рассмотрим примеры. 
При n=1 имеем w=exp(2b(x–4b2t–x1))+1/2b, откуда 

 ( )( )0
22

2

4
2

xtbxbch
bu

−−
−= , ( )bxx 2ln10 −= . 

Это известный солитон КдВ. 
При n=2 имеем ( ) ( )2

2121
2

21122121 4/2/2/ bbbbbbbEbEEEw +−+++= , 
где ( )( )kkkk xtbxbE −−= 242exp , 2,1=k . Это выражение преобразуется к 
более простому 
 ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )212221211121 /44 bbatcxbbchbbatcxbbchw −−−−++−−+= , 

где c1=b12–b1b2+b22, c2=b12+b1b2+b22 и константы a1, a2 выражаются через x1, x2. 
Аналогичные упрощения достигаются и при n≥3. 
 

Заключение 
 
В работе предложен новый способ получения многосолитонных 

решений уравнения КдВ. Для этого вводится характеристический мно-
гочлен и изучаются его свойства. Получена система линейных уравне-
ний для собственных функций оператора Шредингера, которая реше-
на с помощью формул Крамера. В результате для многосолитонных 
решений получено представление через вторую логарифмическую 
производную от определителя положительно определенной матрицы. 
Новый способ проще известных (метод обратной задачи, преобразова-
ния Дарбу и Хироты), столь же универсальный и его можно использо-
вать для решения других уравнений теории солитонов. 
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